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Altamente penetralo dell' accoglienza lusinghiera , di cui 
V. E. ha fallo degna la memoria , eh' ebbi l'onore di umi- 
liarle SU POLIGONI ISCiUTTI E CIRCOSCRITTI CON DITE CONDIZIONI 

alle corvè coniche , or non saprei iti altra guisa onestarle 
la mia profotula riconoscenza , che rassegnando ali E. E. 
il compimento delle ricerche da me fatte su tale argomen- 
to , e che conitene la soluzione del problema generale di: 

ISCRIVERE NELLE ANZIDETTE CURVE POLIGONI co’ LATI TENDENTI A 
PONTI DATI. 

Possa anche questo lavoro incontrar la sorte del primo , 
ed i miei voti saranno pienamente soddisfatti . 

Sono col più profondo rispetto, ed ossequio 

DiV.E. 

, \ 

Napoli no Agosto fS4f • 


Crini mimo Serto 
Nicol* Tieni 
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PROBLEMA. 


S 


5. 1 . Iscrivere in una data curva conica un poli- 
gono i cui lati passino per altrettanti punti dati . 

tr 

• • t 

So iv ti 0 ir s Algebrica 

Sol. S i prendano per assi qualunque diametro della curva, e la flij. /. 
tangente nel suo vertice , sicché l’ equazione che la dinota sia 

y % = tnx* •+• anx (A) 

£ supponendo per poco esser quattro i punti dati , e quin- 
di un quadrilatero il poligono cercato , i suoi vertici ignoti 
V , V' V" , V'" si esprimano per ( * , v ) , ( x' , v' ) , 1 
( a", v" ) , ( z'" , v'" ) , ed i punti dati B , B' , B" , B'" (*) 
sieno respettivamenle dinotati con ( a, b ), ( a b ' ), (a", b ") , 


« 


(*) Nel risolvere il presente problemi conviene che si assopii un ordino 
ai punti dati; cosi nel caso attuale supporremo clic B sia il primo punto, B' 
il secondo , B" il terzo , te. se.; e quindi passando per B il primo iato 
del poligono , il secondo dovrà passare per B' , il terzo por B", ec. tc. 
E facile adunque a comprendere . che non cambiando di sito i punti , 0 
dando loro un altro ordine , ossia un' altra successione , si otterrà un po- 
ligono diverso dal primo ; e tanti potranno essere questi diversi poligoni 
per quante successioni assolutamente diverso potranno stabilirsi tra I pun- 
ti dati , cosicché se il loro numero si rappresenti con m , la formola che 

esprimerà il numero dei poligoni sarà .. ■ . — - v . . ' 


ovvero 3 . à . 5 . . . ( m — 1 ) . E poiché , come il mostra la soluzione 
che andiamo ad esporre , a ciascuna successione possono corrispon- 
dere due diversi poligoni , cosi il numero de - poligoni realmente diver- 
si . che possono formarsi con m punti dati sarà in generale dinotalo da 
t . 2 . 3 .4 . 5. . . (m — .1 ) 


V 
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( a "' , b"' ) . Per tal modo le equazioni a lati VV' , V'V", 
V"V'", V'"V saranno 


y “ * = 


7 ~ * 


y — *» 


2 

— 2> 

«/ 

— 


n 

2 

— Z 



V 


z" 

— z ,TT 

.Jtt 

K 




( * - * ) 


( X - *"') 


E dovendo ciascuna esser soddisfatta dalle coordinate de’ pun- 
ti B, B', B", B'", respettivamentc , si dedurranno le seguenti 
quattro equazioni di condizione 


b — y ss 
V — S <= 

b" — e" — 
b'"— v"'=z 



— e' 

z 

— z' 

v' 

— v" 


J f/ 

z 

— z 


• m J9f 

V 

V 

z» 

— z'» 

/" 

V 


7 ( a — z ) 


T> ( •' - * # ) 


(B) 




( a "' — 2 '") 


Esistendo inoltre sulla curva i quattro punti V , V', V", V'", 
sì avranno per essi quattro altre equazioni di condizione pa- 
riformi ad (A) , cioè 


(C) 


v » 

CZ3 

mz' 

+ 

2/12 


ss 

mz ' a 

+ 

anz / 


zs 

W2 f/ * 

+ 

ani 1 ' 


t= 

7*2'"» 

+ 

an'" 
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Le otto equazioni (B) , (C) esprimono tutte le condizioni del 
problema ; ed or fa d’ uopo rilevar da esse un’ eliminata o ad 
una sola incognita , o a due incognite coordinale , cosicché co- 
struendo il luogo geometrico , che ne risulta , possa aversi nelle 
sue intersezioni colla cuna proposta un de’ vertici ignoti del 
quadrilatero . 

Per tanto ad effettuire questa eliminazione pongasi 



combinando queste novelle quattro equazioni con ciascuna delle 
(C) respettivamente si troverà * 


In tal guisa siam giunti ad ottenere quattro equazioni a quat- 
tro incognite , stante che il poligono da iscriversi è di quattro 
lati ; ma si-comprende agevolmente , che ove si trattasse di un 


; 



> , 


’b (>r ) — arr' .ssa ma un 

V ( ì* -f./' ) 
b" (/'+✓")__ 

(»"' + * ) - a "V"r = ma'" + 2B 



= ma’" -f- un 


(E) 
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poligono di maggiore o minor numero di lati , il numero di tali 
equazioni , e quindi quello delle nuove incognite corrisponde- 
rà sempre al numero de’ lati del poligono. Or qualunque sia il 
numero di queste equazioni , F eliminala ad una sola incognita, 
per esempio in r , è necessariamente della forma 


P, ’ -f Q r -j- S = o 

ovvero , restituendo ad r il suo valore —, che rattrovasi in (D) 

<2 


P ( mz -f- 2n ) -f Qt> + Ss a= o . . (F) 


equazione dinotante una retta. Costruendo adunque questa ret- 
ta , essa segnerà sulla curva l’ ignoto vertice V del poligono 
cercato ; e polendo esservi due iutersezioni , il problema po- 
trà in generale aver due soluzioni. Ove poi ne piacesse olteuere 
i valori numerici di z , e di v , basterà combinare la (F) con la 
prima delle (C) ; da che si rileverebbe uq’ equazione di secon- 
do grado o in s , o in v . 

Sono queste le tracce semplicissime che convien seguire per la 
risoluzione del problema di cui trattasi (*); e nc’casi speciali sa- 
rà lavoro di puro calcolo, e scevro da qualunque difficoltà il rin- 
venire i valori de' coefficienti P , Q, S; scorgendosi chiara- 
mente dalla forma delle equazioni (E) , che noa si richiegga a 
tal uopo alcun artifizio par ticolare di eliminazione . 

Intanto noi ci fermeremo ad esaminare , e discutere i soli ri- 


('/ La ìaciltà della presente analisi potrebbe indurre a far giudicare il 
problema o di lieve conto , o di niuna difficoltà ; ma chi conosce con quan- 
to stento siasi potuto appena pervenire da distinti geometri alla sola equa- 
zione pel caso del triangolo , lo giudicherà ben altrimenti . E ci sia per- 
messo osservare esser questa la prima volta , che I analisi algebrica ap- 
plicata a «1 difficile quistione vederi estesa al di là de' tre punti. 


t 


v 


9 




stillamenti , che si hanno pel caso , in cui il poligono richiesto 
debba essere un triangolo , o un quadrilatero , cioè quando i 
punti dati sien tre , o quattro ; mentre , come si vedrà più ap- 
presso, un maggior numero di punti non serve ebe ad aumentare 
in apparenza la difììcollà del problema , riduceodosi sempre la 
questione o all’ un caso , o all’ altro , secondocchè il loro nume- 
ro sia impari o pari . 


Sviluppo , e costruzione de/F equazione pel caso del 
rntj.yaoio. 


‘ 1 . Seguendo il metodo esposto le equazioni (E) pel caso 
del triangolo , essendo tre i punti dati , si ridurranno a 

b (r -(• r') — arr' = ma -f- a n 

b' (/ 4 r") — a'r V' = ma' 4 an 

b" (r” + r ) — a'V'r» ma" 4 a n 

eliminando r Ira le prime due , e sostituendo nel risultamen- 
lo ad r' il valore , che ne da la terza , si otterrà la seguente 
equazione soltanto in r 


. 

+a"W r \ 

+ma! , bb'+*nbb'— imna’a" 1 b"(bb'—maa , —na—na')\ 

+ab'b " / 

— ma'bb" — <xnbb' ' — ^a’\y ( maa "_p /ia " +na ) \ 

r —a'bb" [ 

+mab , b"+2nb , b''-- zmnaa'l (ma«"+na"4 *«') \ 

— maa'a'\ 

— m'aa'a r '\ 

1 

1 

— a naa" 1 

E poiché dalle equazioni (D) si ha r = — , ed r' 

mi 4 an 


colla sostitnzione di questi valori la precedente equazione, con 
venientemente ordinata , diverrà 

3 


o 
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-}- (ma" -\-n)bb' — m na'a" 
—(ma' +n)bb" — mnaa' 
-4*(i ma-\-n)b'b " — mnaa " 
—m'aa'a " — 2 n'a' 


— b"(bb' — maa'—na — «a') 
— y (maa"-\-na"-^na) 

-\-b (ma' a" -\-na" -\-na') 


+a"bb 
—a'bb" 

t 

— mna' a"\nzzo (G) 
-ab'b" 

— anaa'‘ 


È questa l’ equazione alla retta che risolve il problema, e che 
corrisponde pel caso del triangolo alla (F) sviluppata . Per co- 
struirla cerchiamo darle una forma più simmetrica ; ed os- 
servando , che possa introdursi ne’ coefficienti di a , di v , 0 
dell’ ultimo termine un fattore della stessa forma del quadrino- 
mio , che vedesi nella prima liuea del coefficiente di v , la seri, 
veremo cosi 


- j-(ma"-j-n)(by —ma a.' —na —na')\ — b"(bb' — ma a' —na — ria') 
—(me/ -\~n)(bb" —ma a" — na" — na )\z -\-V (bb"—maa" — na" — na) 
»f(/na -j-n)( b'b" — ma' a" — na"—na') } — b(b'b" — ma' a" —na" — na') 

-| -a"(b V — ma o* — na — na') 

. — a' (b b" — ma a" — na" — na 

-{-a ( VV—ma'a " — na" — na') 

e questa, raccogliendo i termini che hanno gli stessi coefficien- 
ti , potrà ordinarsi nel seguente modo 

— ^b"a — z(ma"-j-n) — na"^^ò b' — ma a' —na — na'^ | 

-J- ^ b' v—z(ma' — na.' b" — ma a"—na" — na ^ \ = • (I) 

> — ^4 v — z(ma -j-n)— na ^ ^b'b" — ma' a? ' — na' ' — na'^ | 

Ridotta 1’ equazione a questa forma , si rende di facilissi- 


= o(H) 


/ 
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ina costruzione , sol che si tenga presente 1’ equazione della 
polare di mi punto ( x' , y ) sul piano della curva , che , co- 
ni’ è noto , è espressa da 

yy' — x ( mx' -J- n ) — nx’ — o 
Ciò posto h (t) olire diverse relazioni semplici e naturali 
per assegnare la direzione della retta che le corrisponde , e tra 
esse potranno scegliersi le seguenti 


II. 


— na ~ o 

fb' v> — z(ina' -J- n ) — na f> \^b b" —ma a" — na"—tia ^ 
- v — z(ma — na ^^b'b '' — ma' a ' — na" —na 

t> — z(ma -j-n ) — na ^ = o 
^ — ^V'i' — w) — na"^^b b' — ma a ' —na — na'^ 
,4- ^ ’b ' v — z{ma' -f-n) — na' ^^b b" — max" — na" — na ^ 


Costruendo le quattro rette (K) , (L) , (M) , (N) , si avranno 
nelle intersezioni delle prime due (K) , (L) , e delle altre (M), 
(N) due punti della retta (I) , la quale potrà essere in silTatta 
guisa assegnata . Or la (K) altro non essendo che la polare 
di B" , si vede chiaro che per avere il primo punto rimanga 
a costruire la sola (L) . Si osservi a tal’ effetto che questa e- 
quazione è soddisfatta dalle coordinate a'', b" 5 e si conoscerà 
•che la retta da essa rappresentata passa pel punto B"; e per 
averne un altro punto potrà ricorrersi alle relazioni che dalla me- 
desima si ricavano 


(*) 
= o (L) 

(M) 

= o(N) 


bv — z ( ma -f n ) — na = o 
b'v — z ( ma' -f « ) — na' — o 


) a 

1/ intersezione delle due rette rappresentate ila queste due e- 
quazioni sarà un altro punto della (L). E poiché queste due e- 
ftg. 2. quazioni dinotano le polari de' punti B , B' ; se sieno bb , bV 
queste polari , e **" la loro intersezione , la retta B"p" rap- 
presenterà la (L) , e 1 punto ?" , eh' essa segna sulla b"b" , 
polare di B" , sarà un punto di (I) . Essendo poi v (M) , (N) 
simmetriche alle (K) , (L) , si conchiuderà nel modo stesso , 
che ove sia p l’ intersezione delle polari di B' , e B", il punto 
P segnato sulla bb dalla Bp debba essere un altro punto di (I) . 
Che perciò la direzioue di questa retta sarà quella di PP" . E 
riepilogando si avrà la seguente 

Composizione 

Si assegnino le rette bb , b'b' , b'V' polari rispettive de* 
tre punti dati B , B' , B" . Indi si unisca un di questi punti , 
per esempio B , col punto p incontro delle polari degli altri 
due ; e si rilevi il punto P , in cui la Bp incontra la sua pola- 
re bb . Lo stesso si pratichi a riguardo di un altro punto , co- 
me B", onde aversi sulla sua polare il punto P". La retta , 
che passa pe’ punti P, F" segnerà sulla curva due punti, ciascun 
de’ quali potrà prendersi per vertice di un traDgolo , che sod- 
disfa al problema. 

La presente composizione è la stessa di quella rilevata 
sulla parabola da Gergonne , e ’l metodo ond’ è dedotta è pur 
lo stesso di quello da lui tenuto ; ma paro , ed almeno è ta- 
le la nostra particolare opinione , che non è già per tal via, 
eh’ ei pervenne a rilevarla . In fatti è vero che dall’ equazio- 
ne ( G ) si può senza molta difficoltà passare alla ( H ) , e 
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quindi alla (I) : ma ri vuole uno spirito profetico per co- 
noscere , clic aggiugnomlo 21 termini sulla (G) , che sareb- 
be 1' equazione semplificata dal problema , possa darsele una 
forma cosi beu costruibile , qual si è quella della (I) ; e basta 
per convincersene riflettere , che siffatta costruzione fu dallau- 
tore , com’ ei stesso il previene , dedotta la prima volta non 
già per la parabola , ma pel cerchio , e per un cammino di- 
verso da quello , che poi tenne ne’ suoi Annali . Del resto , 
potendo questa costruzione assai più facilmente , e più natural- 
mente rilevarsi dall’ analisi geometrica , la precedente nostra 
concettura diventa certezza ; e ci persuadiamo , che siasi ri- 
dotto 1’ affare in mano a Gergonne a dover legittimare alge- 
bricamente una soluzione che già teneva per altra ria . 

§. 3. Che che però ne sia di ciò noi passeremo ad ad- 
ditare un’ altro processo , eh' è assai più nuluralc per co- 
struire 1’ equazione ( G ) , c che può inoltre utilmente seguir- 
si in casi simili . Intanto a solo oggetto di toglier dall’ oc- 
chio del paziente letLore tutti quei simboli , che sarà possi- 
bile , e metter meglio a vista il progresso delle operazioni , 
sciupìi (lizzeremo 1 equazione riconducendola al caso della pa- 
rabola (*) , ed obbligando di più un degli assi , per esempio 
quello delle ascisse , a passare per uno dei dati punti , come 
a dir B' ; le quali due supposizioni , mentre nulla detraggo- fig. 3. 
no alla generalità della soluzione , importano che si abbia , 
m = o , e b'=o - y il che riduce la (G) a 

(’) Non ostante l'equazione della curva si riduca alla parabola . la fi- 
gura può restare ellisse , essendo ciò indifferente po' risultumenti . 


(b \a+a')+lta"+a' )^=z(l>b' , +ina')+bb''a'+iia(a' , +a') (O) 

La retta espressa da questa equazione , dovendo trovarsi nel 
piano della curva , può esser considerata come la polare di un 
punto P , quantunque ancora ignoto . E poiché , conosciuto 
questo punto , la retta rimarrebbe immantinenti assegnata , ci 
proporremo però a determinarlo. Indicandone dunque le coor- 
dinale con x' , y , l’ equazione della sua polare sarà 

yf — n ( x -f x’) (P) 

la quale in conseguenza apparterrà alla stessa linea rappresenta- 
ta da (O) . E però messa quest’ ultima sotto la forma 


«•« 


b"(a+a')+b(a"+„') 
bb" -\-iho! 


= " ( * + “ 


bb" a! -\--xtuui' 


si vedrà che le coordina- 
c del polo P sono espres- 
sa da 




bb" ma' 
b’^a+a') + K a " +<0 

bb ' -J- '.ina 
bb"a' muti" 


) 


(Q) 


bb"+unu' 

Costruendo queste due espressioni co" metodi ordinarj , si 
avrebbe il punto P , e quindi la retta (0) : ma altre più sem- 
plici espressioni possiamo ancor dedurne . In fatti trattandosi di 
un punto , può sempre supporsi che risulti dalla intersezione 
di due rette indeterminate , le quali o siano parallele a rette date 
di sito , o passino ciascuna per un punto dato , o siano in fine 
assoggettate ad altre convenevoli condizioni , secondo il giudi- 
zio dell’ analista . Introducendo cosi le equazioni a queste due 
nuove rette , si otterranno altre relazioni tra le quali si sceglie- 
ranno quelle , che permettono determinarle più facilmente . 
Supporremo adunque , nel caso presente , che le due rette in- 


i 5 


determinate , che debbono darci il punto cercato P passino per 
quei due dei tre punti dati po’ quali non passa l’ asse delle a- 
scisse , cioè pe’ punti B , B". In tal modo queste due rette 
avranno per equazioni 

y—b 


y-V 


b— y\ 

a-J* "> 

<*) 

b n — y , 

(S) 


Intanto in virtù de’ valori di x ed y che si trovano in (Q) , 
si ha 

l—y' _ W'+ina')— nb"(a+a')— n//(q"-fa') __ 
a(J>b" -^-ina) — bb" a! — 2 naa" t 


a — x 


bQ>b"+ n(a — a"))— »*"(«+«0 b — 

a Qb"+ «(a'— a") ^ —a'bb' , J r na{a'—a.") a — 


nh'Xa + a') 
bb"+ n(a ' — a") 
a'bb" — na(a' — a") 
W"-f //(«'— a") 

Sostituendo questa espressione in (R) vedasi manifestamente , 
che la retta da essa rappresentata passi per un punto avente 
l’ ascissa 

<y bb" — naia — a") 

x" = - L. 

bb"-\-n[a' — a") 

e T ordinata 

nb'Xa+g') 

7 bb"+n{a'—a') 

Or tra queste due equazioni si elimini una volta la b , ed una 
vplta la b ", si avranno cosi le due altre equazioni 

’ ’ / '=?£7 <*"—'> 

by" « * ( x"+ a ) 
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le quali mostrano et e il punto (x" , y") stia Unto sopra una 
retta , che passa pei punti ( a , o) , ( a" , b" ) , cioè pei punti 
B' , B" , quanto sulla polare del ponto (a, b ), cioè del punto 
B : Vale a dire il punto ’) , eh’ è un punto di (B), si tro- 

verà nella intersezione di queste due rette , date 1’ una , e l’ al- 
tra ; e sarà in conseguenza il punto b . Ma la retta (R) passa 
per B , dunque essa è completamente determinata . Costruita 
la (R) , rimane a costruirsi la (S) , onde avere nelle loro inter- 
sezioni il punto P ; ma osservaodo dalla ferina di questa equa- 
zione , che la retta (S) sia rispetto a B" ciò eh’ è la (R) rispet- 
to a R , si eonchiuderà , ch‘ essa vada nel modo stesso rileva- 
ta . E dopo ciò si avrà la seguente 

Comrostrioifs 

Si unisca un de' dati punti cogli altri due B , B'' , e rileva- 
ti i punti , a in cui ciascuna delle congiungenti incontra la 
polare dell’ altro, si tirino le Bb , B"b" . 

La polare del punto P , intersezione di queste due rette, se- 
gnerà sulla curva due punti , ciascun de’ quali potrà prendersi 
per vertice drun triangolo , che soddisfa al problema. 

La via che abbium tenuto onde pervenire a quest’uitima com- 
posizione è del tutto nuova , e con egual successo noi l’abbiain 
seguita in costruire altre algebriche espressioni anche più compli- 
cate . La stessa soluzione , che conticnsi nella composizione , 
è pur nuova, e pare che sia la più semplice di quante ne ha ri- 
cevuto finora il problema , di cui trattasi , limitato al caso del 
triangolo. 


Sviluppo , t costruzione dell' equazione pei caso del 

0 V A D R li ITERO. 

§. 4. Le quattro equazioni , che si ottengono pel caso , in 
voi il poligono da iscriversi sia un quadrilatero , sono , come 
%\a si è visto ( §. 1 . ) 

i 

b ( fr + r ) — arJ = ma -J- in 

b' ( r 1 -f- T " ) — «Vr" = ma' Un 

b" ( r' + r'") — fl'VV" = ma" + Sn 

b"' ( r"' + r ) — a'"r"'r « ma + Sa 

k » I * 

» N 

• t 

le quali , ricondotte al caso della parabola colla supposizione 
di m e= o , a solo oggetto di semplicizzare il calcolo , diven- 
gono 

b ( r -f r ) — arr Sa 2n , 

4' (*•' + r" ) _ a'r'r" t= 2« 

* • r(r"+r" / )~VW' , = & 

r" +r ) — a n, r"’r s 2* 

• \ 

eliminando r' tra le prime due , ed r'" tra le ultime due sepa- 
ratamente , si hanno le due espressioni 

Sn (6 — *') + r (W — 5na) 

. ... “ («; - W) + r (*«' - 4'«) 

; „ ^ Sn (6'" —4") + r (b!'6"\ _ W") 

T “ (4'V"— W') -f r (6" V' — 4'V") 

Quindi F equazione 

i„(b~V) + r{bb'~ 2 na) - in(b'"—b'‘) -J- 
(bb'—ìna') + riba'—b'a) ~ 2 «a V/ ) -|-r(A" 
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Che sviluppata , può ordinarsi cosi 

4 (44'— ana ) (4"4'"— ina" ) 

—(bb'—ma') (4"4'" — una'" )| 


4(4-4') (4"4"' — ana") , 
_(4'"— 4") (44 1 — 2 /w' ) 


2/1 


4 20(4-4' ) (4"V'-4"«"'). 

— 2/<4'"— 4") (4o' — 4'a )•' 

4 (44'— ina) (4"'a"— 4"a"') | I 

— (4"4'"— W") {ba’—b'a ) J'* , 


ATendosi dunque rsc — , ed r* = —, 1* equazione preceden- 

< '..-t ^ 

te diverrà 

. ‘ . , 4 ( bb'—zna ) (4"4'"— ina") 

\ . — (44' — una') (b"b , "—ina " / ) , 

4(4—4') (4"4"'_ ami") 1 4 2 n(4— 4') (4"'a"— 4"a"' ) 


—(4'"— 4 ") (44 


— ) i 4 

> 202 

anà ) J — 


20(4'"— 4") (4a'— 4'a ) 


=o(L’) 


4 (44'— aoa) (4"'a" — 4"a"') 
— (4"4" / — 2 »a'") (to'. 


— 4'V") 1 1 

2 '— 4'a ) V"l 


La retta rappresentata da questa equazione segnerà sulla cur- 
/»<j. va V ignoto vertice V (*). 

Per costruirla sarà bene renderla alquanto più semplice fis- 
sando più convenientemente il silo degli assi , eh’ è finora ar- 
bitrario ; e ricorrendo alla regola prescritta dal Newton da- 
remo loro un sito intermedio ai quattro punti dati , facendo 
passar P asse delle ascisse pel punto d’ incontro delle reb- 
te , che congiungono i punti dati due a due ; per esempio B 


(*) Cioè il vertice risultante da’ due tati del poligono che passano pel 
primo punto B e per l’ ultimo B'" . ’ 
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‘•on B' , e B" con B" . Le equazioni di qu este due rette sa- 
ranno rispettivamente dinotate da 




y—t b ' 

* . a 


1 . I . <• 


..I 

v *, 


~ ~a ,n a " ( x n ) X ; 

esprimendo adunque con ( c , * ) il punto C di loro incontro 
si avranno le due equazioni di condizione 


— b 


b—b’ 

rrp < c --> 


, t y" a " 

‘ C . .~'a r " — a " ( c ) 


. v. . - )(V) 


|(X) 


donde . 

' ». * “ ■ ; * « 

ini' — b y ac=>c(b — V ) 

' Va* _ V'a ,n 

Ed in virtù di queste due espressioni la (U) si ridurrà a 

-f- {bb'—ana ) (b"b"' — atta" ) , 
(S"b' , '—2im")ì' , . {bb'—Tìid’) (b"b"'—3na'"){ 

-$") («'— a««g) *“ + (yn - - ^ 5=o(?) 


(* 


■■*") (to' — a**) » 
—ana"') ) 


anc 


5- 5. Cominciamo dall’ esaminar questa equazione dal caso 
più semplice , cioè quando i quattro punti dati stanno per drit- 
to. In tal caso le dae rette (V) diverranno coincidenti j e que- 
sta circostanza darà luogo alla condizione 
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b—b' 

m* W!* a— a' 


b"'—b" 

_//f r ./ / 


. (Z) 


Inoltre potendo sempre supporsi in questo caso , che 1’ asse del- 
le ascisse passi per uno dei quattro punti dati , per esempio 
per B", risulterà a"z= c , i"= o . Quindi 1’ equazione (Y) , e 
la (Z) diverranno respettivamente 


— %nc (b — b') ì —c(bb ' — ina) ì 

—V" (bb'-*aa')\ Z +a'"(bb'—7na')) 
b—b ' 


+b"\bb'—ina) 
■ima"' (b—b’) 


b'" 


~ —jrr 


a — ai a'—c 

Rilevandosi per tanto dalla condizione (a) 

b'"( a -a') + c(b-b>) 


t 

>c = o — (a) 

(») 




(*-*') 

(b-b' ) (a' 


0 


(a — a) 

essa sarà adempiuta sostituendo in (a) o 1’ uno , o 1’ altro di 
questi valori . 

La sostituzione del valor di al" riduce la (a) a 

/ -f. a/#c( b — b' ) i 

— V) ) + (a ~" a ) I + i^bb'—ina') | 


~(b-b')f~ hanc( * A) j« 

\+b'"(W-ina')) 


f + mc(b— b’ ) J 
\+b”’(bb'—ina') ) 


I +b”’(bb'. 

£ dalla sostituzione del valor di b"' si avrebbe poi 


una') j 

^,b-b')\ h 

K / (—c( bV •— ano ) J 


S + a '"(bb’-rzna')) 

‘ -A 

*—c( bb — a na ) j 
t+a"Xbb’— ina’)) 
V < — c( bb' — ina) ) 


— o ( c ) 


C queste due ultime equazioni colla riunione de' termini molti- 
plicati dagli stessi coefficienti riduconsi a 

^-i(i — O+K* — of) +c(b--b')^(jinc(b—b') -f- l/"{bb' — a na)^ = 
o') + c{b—b')'^^u"'(bb'—ina') — c(bb'—2na)^ = 

dalla prima delle quali si ha 

ine ( b — b') •+• b' n ( bb ' — ano' ) =3 o ì , 
e dall’ altra ? (») 

a'" ( bb' — ana" ) —. c ( — - a/wz) — o J 

E ciascuna di esse ne mostra in conseguenza , che il proble 
ma , pel caso che i quattro punti dati stiano in linea retta , 
sia più che determinato , o per meglio dire , che la situazione 
di uno dei quattro punti dipende da quella degli altri tre; e fis- 
salo poi una volta il sito di questo quarto puuto in conseguenza 
dei tre, il problema diventa indeterminato : cioè a dire che co- 
munque s iscriva uella curva un quadrilatero , di cui tre lati 
passino pe’ primi tre ponti , il quarto lato passerà sempre pel 
quarto punto cosi determinato ; il che riproduce il teorema ri- 
levalo la prima volta pel cerchio dal prof.Flauti , come altro- 
ve abbiam detto , e che in altri termini può così enunciarsi ; 

Se tre tali di un quadrilatero variabile iscritto in una cur- 
va conica passino per tre punti dati in linea retta , il quarto 
luto passerà aneli esso per un dato punto situalo per dritto coi 
primi tre . 

Le due relazioni ( » ) danno il mezzo , onde dati i tre punti 
B , B' , C , possa determinarsi il quarto B"' , che esprime- 
remo per ( <*, /3 ) , onde distinguer meglio il caso , in cui que- 
sto punto non è sulla stessa linea che passa pe punti B , B , 


Intanto da quelle relazioni si ricava 

. - * . . . t • i * «• v ' ' 

bb' — ina 
bb ' — ina' 


„<// „ 

a s x ~ c 


i > 


r' = , = 

^ J./.' 


(«) 


tó' — ano' 


e son questi i valori delle coordinate del quarto punto (a, fi ), 
a cui daremo per brevità la denominazione di punto di conse- 
guenza a riguardo de' tre punti dati B , B', C , per 1’ ultimo de’ 
quali passa 1’ asse delle ascisse ; di tal che se vi sicno sopra al- 
tra retta riferita agli assi medesimi , e che passi egualmente C, 
due altri punti B'', B / ", il punto di conseguenza rispetto ai tre 
punti B'', B"', C verrà determinato dalle coordinate 


* = c 


fi’ ~ 


b"b'" — ina"' 
b"b'" — ma" 

à»" — b" 


(*) 


— ine 


b"b u — ma" 


■ • i * . • • 

Le espressioni (e) , ( r ) potrebbero facilmente costruirsi on- 
de ottenere il punto di conseguenza ( •, fi ), o 1 altro ( 
ma ove occorra di assegnare effettivamente un di tali punti , sa- 
rà meglio rilevarlo coll’ arbitraria inflessione dì tre secanti alla 
curva da’ tre punti dati , curiceli* vi iscrivano tre corde succes- 
sive : la quarta, che compie con esse un quadrilatero, segnerà 
sulla retta , che contiene i tre punti, il punto di conseguenza ri. 
spetto ad essi . „ 

§. 6. Discusso il caso de’ quattro punti in linea retta , resta 
ad esaminare il caso , in cui i quattro punti sten situati co* 
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r » • « • • , . 

xnunque , vale a dire ad occuparci della costruzione dell’ equa T 
zione (Y) : ma fortunatamente la discussione di quel semplice 
caso ci ha preparali , e quasi senza volerlo , ad adempiere as- 
sai facilmente anche a questo oggetto j e basta porre a confron- 
to la forma delle espressioai (e) , (f) colla forma de’ termi- 
ni , che compongono 1’ equazione (Y) per iscorgero a che si ri- 
duca la faccenda . Dividiamo adunque tutt’ i termini della (Y) 
per ( bb' — j2na' ) ( b"b"' ■— 2an' ) ; moltiplichiamoli con- 
temporaneamente tutti per c , c scriviamo poi tutta l’ equazione 
a questo modo 


( 

( 


a nc 


b — b' 
rr 


bb' — ina' 

bb' — ma 

i — c 

bb' — ma' 

bb' — ina 


— ine 


b"b' 


b"b' 


9,,t b"b'"—in<ft’ C bb' — ina 


— ine 


b' b " — ina" ) . 

=^-)+ ■ !-=•(•) 

b—b' b"b"' — ina‘" 

Iti— in*' ’ C b' , b"' — ina" 


Dopo ciò si ravvisa , che il primo termine del cocllicicnte di 
z è V ordinata del punto di conseguenza riguardo a’ punti 
li , IV , C , e che il secondo termine sia 1’ ordinala di simil 
punto riguardo a’ punti B ,/ , B ,,/ , C ; Nei due termini del 
coefHcieute di v si veggono le ascisse di questi due punti ; e 
nel termine cognito finalmente si osservano due prodotti na- 
scenti 1’ un© dall’ ordinata del secondo de’ punti stessi per 1’ a- 
» scissa del primo ; l’ altro dall’ ordinata del primo -er 1 ascissa 
del secondo. .Dinotando dunque questi due pun,. ^ * , £ ), 
( »V/3' ) , pnnli , elle già sappiamo determinare ( ^ prcc . ) , la 
(c) diverrà 
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s ( fi + fi’) + V (* — *') — fi'* -f fi*' = 0 

. V • / 

Che messa sotto la forma 

addita la retta , che passa pc punti (*,£), (*',£') j e 
quindi essa rimane determinata. Sorge pertanto da tutto ciò la 
seguente 

C o m r o a i ri o tr x. 

fig. 1 . Si uniscano due a due i quattro dati punti e si rilevi il pun- 
to C , in cui s’ incontrano le congiungenti BB' , B"B'". Sì 
rinvengano poi i punti D , D r , T uno di conseguenza rispetto 
a B , B', C , l’altro rispetto a B"', B", C ; la DD' segnerà 
sulla curva due punti ciascun de’ quali può prendersi per ver- 
tice di un quadrilatero , che risolve il problema . 

♦ 

i “ » 

5 . 7. Dopo ciò , che precede , si rende ben agevole 1’ esame 
delle equazioni per ogni altro poligono ; e ne daremo una pruo- 
va analizzando brevemente il caso di cinque puBti. 

Le equazioni del problema per questo caso saranno , rap- 
portate sempre alla parabola per semplicità di calcolo , 


6 

( 

r+r ) — arr = 2n 

(») 

b ’ 

( 

r'+ r" ) — a’r'r" ss Un 

(•) 

6'' 

( 


— «'VV" = 2n 

« 

b’" 

( 

r'"+ r'"' 

) _ d"r"r'" f = 2h 

<0 

b'" 

'( 

r -f r )• 

- a""r""r t= 2n 

0 

(-) 


e facendo passar 1’ asse delle ascisse pel punto d* incontro del- 
la retta che congiunge » due punti ( a , b ) , ( a', 6’ ) con 


*) 


•quella cta congiunge gii aì tri due punti (a", b ') , (a" 7 , b' ') > 
esprimendo questo incontro con ( e , o ) , si otterranno preci- 
«ameHfie le stesse due relazioni (X) del §. 4. , cioè 

ha' — a= e (b —b' ) i 

4"V' — i"«"' = e ( V” — b") j 

Intanto si elimini r tra (u), (i) , ed /" tra (a) , (z) ; deducen- 
<do da ciascuno de risultamenti il valor di r" , si troverà 
m(b — b‘ ') - 4 - r[bh' — ma) 

JbiP — una') -f- t(ba’ — b'a) 

» 


>/ 


- n, \b"'a" — b"a.'") 


(b"b'"—mu : ') 4 . r' 

quindi V equazione 

*m{b—l') + ribb'—ma) Mb , "-b' / )+r'"Xb , 'h m —ina"') 
(U'—una^+riba'—b'a) *“ V'*'' ~W04V / ''(4 , 'V / ^ // >') 
la quale In virtù delle due relazioni (n) diviene 

in{b—b') 4 . r{bb' — "ina) in(b' r '—b")+r""(b"b" , —ina'"), x 

ibb'—ina’) 4 . rc{b-b') * ™ 

Rimane ora ad eliminare r"" tra quest' ultima equazione e la 
(*) , onde aversi I’ equazione solamente in r \ ma pria che ciò 
ai esegua riflettasi, che i tre punti ( a , b ) , ( «i f , b') , ( c, d), 
sono in linea retta al pari degli altri ( a' , b }/ ) , (a"' , b n> ) , 
-( c , «/ ) ; se dunque si dinotino con ( * , p ) , ( f? ) i lo- 
ro rispettivi punti di conseguenza , si rileverà dalle espressio- 

( K ) > (*) d ® 1 S* 5 * 


c(bb' — ina) 
bb' — una’ 


a’ — 


c(b"b"‘ — ina 7 ") 
b-V — Ma"' 


fi * — 

I 

fi — 


mc(b — b 7 ) 
bb' — ma’ 
inc(b'" — b") 
b"b in — ina" 

4 


donde le equazioni 

* (bb' — ana' ) = c (W — a ria ) 

/S (/ bb ' — ano' ) = — a«c(A — b' y 
«' (4"£'"— ina”) — c{b”b'" — a»«"') 

0' (b”b” f — una”) = — 2/>c(*"' — b”) 

Ciò posto si moltiplichino i due membri dell’ equazione (e) per 

c ' *• *, 1 

s~ ì °ndc si abbia 



*nc(b— b') + rc{bb'—ina) inc{b'"—b") 4 T""<ib''b'- '—ina'") 
»n(M'^W)+r.anc(4— i') ” an(b”b”' — ana l> )+r ,/,ì .inc(ù' / ' — b"-) 

Quest’ ultima equazione in virtù delle (q) diverrà 

—, p(bb ana')+rx(bb'—ina') —p(b' , b'"—ana'') 4 i / "'*\h' , b'"— ina" 
*n(bb'—%nd) — r/2(bb' — aria') an(b”b"' — ano ,/ ) — r'”'(3 (b"b'” — ma'') 

donde poi si ottiene , cancellando ne’ numeratori , e denomina- 


tori de’ due membri i fattori comuni , 

— ;3 + mt __ — P + r'" V 
an — r/ 3 an — r""/9' 


P 

r~r 




ovvero 1 . 

an — r fi an — r" 

/3 —r* ~ ? — r" 
e polrebbesi ora effettuire 1’ eliminazione di r"" tra (■ ), ed (»). 
Ma pongasi • • , t 


ai» — r/3 
/3 — r* 


R' 


togliendo il fratto si troverà 

/?(r 4 R') « »r R"== an 
E poiché dev’ esser pare 



(») 


/3\R' + /'") — a'R'r"" = */« ( T ) 

Si osservi nltualmcnlc clic tra le due equazioni (s) , (t) vi lia 
tre sole incognite r , IV, r"" , delle quali trovansene già due in 
(») , ossia nell’ equazione 

4""(r"" + r) — *"'V"V = a* 
quindi le tre equazioni (s) , (t) , (si) varranno a risolvere il 
problema, iu luogo delle cinque primitive equazioni (h), (i), (n), 
(i) , (n) , essendosi itile prime quattro di questo ultime sosti- 
tuite le due (s) , (t) . E poiché le medesime sou composte nel- 
le coordinate de’ punti ( a , /3 ), ( *' , /3' ) come ciascuna di 
quelle lo è nelle coordinate de’ punti (o , b) , (a', b'), («" 6 "), 

( a'" , b"' ) , risulta , che a questi quattro punti possono so- 
stituirsi i soli due ( «,' jS ) , ( «' /3 / ) . Ma le tre equazioni (s) , 
(t) , (■) sono precisamente quelle, che si ottengono volendo i- 
scrivcre un triangolo i cui lati passar dovessero pe’ tre punti 
dati ( * , p ) , ( *', /S' ), (a"", b r "' ) (*) iscrivendo adunque , 
siffatto triangolo , potrà iscriversi in conseguenza il pentagono 
-cercato , dappoiché queste due figure hanno comune il vertice 
dinotato da r , cioè dalle coordinate z , v . Si rileva per tan- 
to da tutto ciò , che il problema pel caso di cinque punti ri- 

(*) In fatti le equazioni corrispondenti a questo caso sarebbero 
(3 ( r -f- R' ) — . *r R? c= 2 n 

p'( R' + «") — eVR'fl" = 2 n 
- + r ) — = 3 » 

identiche alle (a) , (t) , {*) 


«incesi a quello di tre punti , avvertendo che di essi ne sono 
stati sottratti i primi quattro , ed introdotti in loro vece due 
nuovi punti ( a , /3 ),(*', ) . 

Da tutto ciò poi si deduce, che per la iscrizione di un polU 
gono co’ lati tendenti ad m punti «lati convenga dipendere 
dalla iscrizione di un altro poligono co lati tendenti ad (m — 2) 
punti dati , riducendo a due le prime quattro corrispondenti e- 
quazioni ; e quando poi vogliasi procedere all’ effettiva iscrizione 
del poligono che si cerca converrà sempre, colla continua suc- 
cessiva sottrazione di due lati per volta, pervenire a dover iscri- 
vere nella data curva o un quadrilatero , o un triangolo co’ lati 
tendenti a’ ponti dati, secondochè il numero de' punti dati dap- 
prima sia pari , od impari . 

Quantunque la composizione del problema per qualsivoglia 
poligono risaltasse di per se evidente , pure nou converrebbe 
trasandarla ; ma poiché la seconda delle due seguenti soluzioni 
geometriche guida alla medesima composizione , ci dispon iama 
attualmente dal soggiugnerla. 




SoLVZlOSl tìEOMETttiC U ,Z 
PmviA SoLVZlOM!. 

8 . Akal. geom. Sieno B, B', B", B"' , B , cc. i pilliti \Uj. 

dati , NOPQR il poligono richiesto . £ poiché da’ dati punti 
B , B' , si souo inflesse al punto O della curva le secanti BON, 

B'FO , tirata JSp parallela a BB' , e quindi pPD , sarà dato il 
punto D, eh’ è il punto di conseguenza tra B, B' (*). Similmen- 
te tirata pq parallela a DB" , e 9 QD' , sarà dato il punto D' . 

Di nuovo tirala qr parallela a D'B"', ed rRD", ai avrà il dato 
punto D". Finalmente tirata m parallela a D" B"", e congiunta 
nN , si otterrà il dato punto D'" : e così procederebbesi più 
oltre se vi fossero altri punti dati . Per tanto si osservi , che 
con tal procedimento risulta un secondo poligono Npqrn , che 
ha un vertice N comune col primo (**) , 1 ’ ultimo lato N/i diret- 
to al dato punto D"' , e gli altri Np , pq , qr , rn paralleli a 
rette date di sito . Dovendo inoltre questo poligono seconda- 
rio risultare di Unti lati quanti sono i punti dati , ei sarà pa- 
rilatcro , od hnparilatcro a misura che i punti dati sono in nu- 
mero pari , od impari , 

(*) Teor. 1 . della nostra precedente memoria tu poligoni variabili iscrit- 
ti t circoscritti con date condizioni alle curve coniche . 

f) Giova osservaro cho il vertice N comune ai due poligoni risulta 
nel primo di essi dai lati NO , NR , che passano pel primo , ed ultimo dei 
punti dati B , B' ; c nel secondo vien formato dal lato Np parallelo alla 
«ingiungente di quei primi due puoti B , B' , e dal lato Nn , che passa 
par un punto dato . 
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fg. €. 

I 

fg. 5. 


Nel 1 1" di questi due casi 1' ultimo lato N/« sarà ancb essrt 
parallelo ad una retta data di silo (*) ; quindi patendo pel 
dato punto D" sarà dato di sito ; e eoa ciò sarà pur dato 
il punto N , eh’ è un vertice del poligono cercato NOPQ (**) . 

Nel 2." caso poi, condotto il diametro CX pel punto medio 
dell’ultimo lato Nn, sarà dato il rapporto di CY ad YX (***) ; 
quindi lire lo il diametro pel dato punto D'", e producendolo fi- 
no a V sulla tangente in X, sarà anche dato il rapporto di CD " 
a D'"V . Essendo adunque data CD'", sarà pur data D'"Y $ 
conscguentemente sarà data la posizione della tangente YX, e 
con essa anche il silo di N/i , che 1’ è parallela , e che determi- 
na 1’ ignoto punto N (****) ■ 

(‘) Tcor. 24 della citata memoria. 

(**) Assegnata la corda Nn potrà iscriversi anche il poligono , che 
ha tutti gli altri lati paralleli a rette dato di sito . Per tanto si tiri np' pa- 
rallela ad Np . p' q' parallela a pq , c si unisca : risulterà cosi il poli- 
gono N np'q' di tanti lati quanti ne ha l' altro N nqp ; e perciò anello pariia- 
tero. Laonde pel teor. 21 enunciato nella precedente nota sarà N q' paral- 
lela ad nq . Vale a diro i due poligoni Nnp'g' , N«?p ; meutre hanno co- 
mune il lato Nn, hanno gli altri lati paralleli alle stesse rotto date di sito , 
cioè son dotati delle medesime condizioni ; c sono omologhi in essi i due 
vertici pNn, p'nN . che corrispondono al lato comune Nn . Segue da ciò 
che entrambi i punti N , n possono prendersi per vertici di due diversi 
poligoni , cui lati passeranno po' dati punti B , B' , B" , B"' , re. 

('**) Teor. 24 della memoria anzidetto . e la nota in fine, 

(’“*)Potendo dal punto V condursi due Ungenti alla curva, anche Ja cor- 
da parallela all' altra tangente VX ’ dinoterà il lato di un altro poligono for- 
nito delle stesso condizioni del poligono Npym ; ed il suo vertice omologa 
ad nNp segnerà pure il vertice di un altro poligono i cui lati passeranno 
pc dati punti 8 , B' , B'', B'" , B""' re. et. 
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Si trovi il punto di conseguenza tra B , B' , e sia 0 ;■ cosi TV 
tra D , B" ; D" tra U' , 11"" ; D'" tra D" , B'" cc. , linchè 
sia esaurito il numero dei punti dati . Indi da qualunque pun- 
to N' della curva si conduca N ' p parallela a BB', e succes- 
sivamente p'q' parallela a DD', q'r' a D'D", r'n' a D"D "',ec., 
e si unisca NV . Ora il numero dei punti dati potrà esser pa- 
ri , od impari . 

Nel primo caso , dall’ ultimo punto di conseguenza B" si fuj. 6\ 
condurrà la corda Nn parallela ad NV; ciascuno de’ punti N,n 
sarà vertice di un poligono , che soddisfa al problema. 

Nel secondo caso pel punto medio di NV , e per 1’ ulti- flg. 5. 
mo punto di- conseguenza b"' si condurranno i diametri Cyx, 

CK ; sull’ ultimo de’ quali si prenderà la D"'V tal che stia 
CD"' a D'"V come Cj , ad yx . La parallela tirata per D'" 
alla tangeute VX segnerà l’ ignoto punto N , vertice del poligo- 
no NOPQR, 

• i * • 

Seconda Soluzione 

Pel triangolo. 

$.9. Anal.geok. Sieno B, B', B" i tre punti dati, e QRS il fìg. 8- 
triangolo iscritto , i coi lati SQ , QR , RS passino rispettiva- 
mente per essi . Si assegni la po’are di uno de’ punti , per e- 
sempio del primo , e sia bb, e q. e.na incontri in G la con^'un- 
gente degli altri due B' , B" . 1 due punti B , E sa.an tali , 
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«•he la polare dell' uno passa per 1‘ altro ; e viceversa (*) . Se 
dunque si congiunga EQ , che intersechi di nuovo la curva in 
H , trovandosi da quei punti B, E inflesse al punto Q le BQS , 
E1IQ , la retta SH , che unisce le due intersezioni S > II passe- 
rà jicr un dato punto P , polo di BE (**). Ciò posto si osservi, 


[") l'or intendere questa verità basta guardare la figura 9. In essa da 
un punto B si veggon condotte ad una curva conica le due tangenti Bs , la 
retta tra' contadi bb , ed una secante qualunque Beb ; le tangenti nelle 
fine intersezioni e , e dovran concorrere , com‘ è noto , in un medosimo 
punto £ colla ss . Risultando in tal modo kk polare di £ , siccome bb lo è 
di B , si vede che passando la polare di B pel punto E , viceversa la po- 
tare di £ passa pel punto B . 

(**) L' egregio nostro geometra sig. Scorza fu il primo ad avvertire . 
che il problema d ' itcrirtrt nel cerchio un triangolo » cui lati poetar 
debbano per punti dati può riescile in un caso indeterminato , e da ciò 
dedusse un importante teorema , che qui cade in acconcio rammentar bre- 
vemente . Dal lemma di Pappo più volle recato risulta , che : Se da due 
/i'y. IO. punti B , E tieno inflette a qualungut punto Q di un cerchio le tecanti 
BSQ , EHQ , tirata SG parallela a BE , la GII debba incontrarla in un 
dato punto D . Or può avvenire , che il diametro che passa per D abbia 
le ordinate parallelo a BE , ossia ad SG ; ed in tal caso è noto , che la SII 
congiungente delle intersezioni S, li debba incontrare quel diametro io un 
dato punto P , eh oi chiama punto di armonica divitione ; e che , come 
vedesi , è il polo di BE . A ciò riducesi il teorema dello Scorza e s in- 
tende che , su i punti dati per I* iscrizione del triangolo siano B , E , P , 
il problema deliba risultare indeterminato ( Veggasi la sua memoria 
intorno a questo problema pubblicata nel 1809 tra gli oputcoli della «cuo- 
ia del Pergola ) . Intanto nolla nostra citata memoria ( teor. 3 . e IO ) ab- 
biamo rilevato , che ciò si verifica identicamente per tutte le altre cur- 
ve coniche , cd abbiamo inoltre rinvenuto , che i due punti B , E sono co- 
siffattamente condizionati , che la potare di B passa per E , e viceversa 
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•clic i Ire lati 1IQ, QR, RS del quadrilatero iscritto IIQRS pas- 
sano pe’ tre dati .punti E, B', B" situati in linea retta ; quindi 
il quarto lato SH passerà per un dato puuto D , messo benanche 
per dritto co punti medesimi ( §. 5. ) » Ma questa retta SII 
passa per 1’ altro dato punte P ; dunque essa sarà data di si- 
to ; e con ciò sarà dato il punto S vertice del triangolo cer- 
cato QRS . Ed è poi chiaro che il punto II additi il vertice 
di uu altro triangolo, che soddisfa egualmente al problema. 

* * v. ^ . » 

Co « r o s i 7. i o iV a. 

; 

* ’ , ' » • » , » 

Si assegni la polare di uno de tre punti dati , per esempio 

di B , la quale incontri, in E la cougiougente degli altri due 
lì". lì'-. Indi si rinvengano i due punti 1) , P , 1' uno di conse- 
guenza rispetto a’ tre punti B' , B" , T altro polo di BE . 

La DP , che li unisce , segnerà nella corvo due punti S , H 
ciasenn dei quali potrà prendersi per vertice di un triangolo , 
che soddisfa al problema . •••>- . . . 

Pel quadrilatero. > x 

•Aitai. — S ieno B , B' , B" , B"'i quattro punti dati , « sia fig. il. 
SRQT il quadrilatero cercato . Si uniscano i dati punti a due 

%. • w t . i . , -#• 

~ 1 r 

quella di E per B . In conseguenza di che H teorema suddetto può cosi 
• gtoeralmente enunciarsi : Se sten doli due punii B , E [tali che la pola- 
ri diir uno patti per T altro , e t' inflettano da etti a qualunque punto della 
iurta le sitanti BQ, EQ, che di nuovo la incontrino inS , H; la conqiun- 
gente SE patterà per un dato punto P , polo di BE. 
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» due , e le loro congiungenti BB*, B''B'" a incontrino 

nel punto C , dal quale si conduca la CQH . Si tiri SH . 

■> 

Passando i tre lati SU r RQ , QH del quadrilatero iscrìtto 
SRQH pe’ tre punti dati B , B', C situati per dritto ; il quarto 
lato SU passerà anch’ esso pel dato punto D , posto per drit- 
to cogli altri : ina la stessa SU formando un altro quadrila- 
tero colle corde HQ , QT , TS , dirette ai tre punti C , B ", 
B dati in linea retta , incontrar dee questa linea nell’ altro 
dato punto D' ; dunque essa , passando pe’ due punti dati 
1) , D', sarà data di sito ; e segnerà nelle sue intersezioni col- 
la curra due punti S, H , ciascun dei quali potrà prendersi per 
Tertice di uu quadrilatero ec. ec. 

Corneo» t m» ohm. 

** * \ • v 

Si uniscano i dati punti due a due , e le loro congiungenti 
, BB' , B' / B ,// a’ incontrino in C . Indi si rinvengano i punti 
D , D' , l’uno di conseguenza rispetto ai punti C, B, B'; l’altro 
rispetto a C , B" , B'" : la loro congiungente DD' segnerà sul- 
la curva due punti ec. ec< 

. \ 

- Pel pentagono. 

/% 

: V . • x . * 

fìg. 1.9. Amai,.— Sieno B, B', B", B'", B’ f " i cinque punti dati , e 
QRSTU il pentagono cercato . Si uniscano i punti B , B' , e 
gli altri B" , B"' colle BB' , B''B'" , che s’ incontrino io C , 
da coi si conduca la CQH . Si tirino le HS , HT . Poiché nel 
quadrilatero iscrìtto SRQH i tre lati SR , RQ , QH passano 
pe' tre punti B , B' , C dati in linea retta , il quarto HS in- 
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conlrerà questa linea nel dato punto D . Similmente si vedrà 
che HT debba passare per un dato punto D' messo per dritto 
co’ tre punti dati C , B", B"', pe’ quali passano le corde 1IQ , 
*Qll , UT , lati del quadrilatero iscritto HQUT . Quindi il tri- 
angolo SHT è tale, che i 6uoi lati SII, BT , TS passano pe’ tre 
punti dati D , D' , B"" ; ed in conseguenza iscrivendo questo 

triangolo il problema rimarrà risoluto . 

• / 

Per r esagono f ? 

Seguendo la stessa analisi si troverà che 1 iscrizione dell’ esa- 
gono si riduca a quella del quadrilatero . 

E senza andar più oltre si vede chiaro , che qualunque sia il 
poligono da iscriversi , il problema si riduca sempre all’ iscri- 
zione di un poligono con due punti, e due lati di meno ; e così, 
proseguendo sempre a diminuire due punti, e due lati per vòl- 
ta , si perverrà in fine a dover iscrìvere o 41 triangolo , o ài 
quadrilatero , secondocbè il numero de’ lati del poligono , ot- 
ti* de’ punti dati , sia impari , o pari . 
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Riflessioni sulle PRECEDENTI SOLUZIONI-. 

\ 

Jj. 10. Le tre soluzioni recale al problema , di cui ci siamo- 
occupali , riposano sopra pcincipj ben diversi tra loro. 

La prima vedesi rigorosamente condotta a fine col metodo, 
delie coordinate . 

/ La seconda , tutta geometrica , ha per fondamento un lemma 

conosciuto dagli antichi pel solo cerchio , e che noi abbiamo 
dimostralo sussistere identicamente per ogni altra curva coni- 
ca ; ed una proprietà semplicissima de’ poligoni variabili i- 
scritti in queste curve co’ lati paralleli a rette date di sito . . 

La terza soluzione finalmente , geometrica del pari , poggia 
su di 'un a proprietà de’ quadrilateri variabili iscritti nelle cur- 
ve coniche con tre lati tendenti a tre punti situati per dritto ; 
c sopra un teorema nascente dal caso , in cui 1’ iscrizione del 
triangolo in questo curve coi lati diretti a punti dati risulta in- 
determinata \ questo già rilevato dallo. Scorza sul cerchio , quel- 
la dal Flauti ; come in. luoghi opportuni si è notato , e rese g<v- 
nerali da noi per ogni curva del 2.* ordine. 

Rispetto poi a’ risultameli a’ quali conducono queste tre 
diverse soluzioni, ha potuto osservarsi , che la prima algebrica, 
c V ultima geometrica guidano ad una medesima composizione , 
ben diversa dallàllia , che si è poi ottenuta dalla prima delle 
soluzioni geometriche. In quella evvi necessità di ripetere tante 
volte le operazioni per la soluzione per quante successive de- 
duzioni del due deggion farsi dal numero de’ punti dati , onde 
pervenirsi in fiue all’ iscrizione di un triangolo, o di un qua- 
drilatero , a misura che il numero de' punti dati sia impari o 
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pari . Nell’ altra poi la soluzione del problema per qualsivo- 
glia poligono ottiensi immantinente con una sola costruzione > 
senza cadere in riduzioni ad altri problemi . Cosi che que- 
sta è evidentemente di gran lunga preferibile alla prima , non 
solo sotto il rapporto della semplicità , ma anche in riguar- 
do all eleganza , e simmetria . 

Quella prima costruzione intanto ricade quasi identicamente 
nella costruzione data per questo problema dall’ illustre Pon- 
celet senz’ analisi , e senza dimostrazione, in una sua memoria 
inserita nel voi. Vili, degli Annali di matematiche a pag. 141. 
Ecco com ! essa c concepita : 

» 1 . Per tre punti dati p , p', p // — S’ iscriva ad arbitrio 
n nella sezione cinica una porzione di poligono di tre lati de' 
» quali il pr’ 1 » ab passi per p , il secondo bc passi perp', 
» e ’l terzo ed pei p" ; Si assegni la polare di qualuuqne de’ 
» punti estremi p , p" , per esempio di p" , e si congiunga- 
» no gli altri due p , p' con una retta indefinita , che incontri 
» questa polare in q . Si tiri pe’ punti q , c una secante , che 
» incontri di nuovo la curva in r .’ Si coDgiunga in fine rd , che 
» incontri la polare in P' , ed ra , che incontri 1’ altra retta 
» ip P . Ciò fatto conducendo PP' , ciascuna delle intersezio- 
» zioai di questa retta colla curva potrà esser presa pel vertice 
» cercato . 

, * * ’ r 

» 2., Por quattro punti dati p , p' , p" , p"' — S’ iscriva ad 
» arbitrio nella sezione conica una porzione di poligono di quat- 
» Irò lati , ile’ quali il primo ab passi per p, il secondale per 
» p' , il terzo cd per p n ; e 1 quarto de per p"\ Si congiun- 
» gano i due primi punti p , p' , c gli ultimi due p" ,p"' con 
» »luc rette indefinite , che s’ incontrino in q . Si tirino in fine 
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». le ra , re , che taglino respettivamente le due rette indefinite 
» in P , P' . Allora congiungendo PP' ciascuna delle in terse - 
» zioni di quest’ ultima retta colla curva potrà esser presa pel 
» vertice cercato .. . 

» & Per un numero di punti maggiore di quattro . S' iscriva 
» ad arbitrio nella sezione conica una porzione di poligono di 
>• tanti lati quanti sono i punti dati , e che passino respetti va- 
,» mente per essi . Si trattino quattro lati consecutivi di questa 
» porzione di poligono, come si è detto della porzione di poli- 
» gono nel caso antecedente * Si otterranno cosi due punti P , 
» P' . Sostituendo questi due punti a quelli pe’ quali passano 
» i quattro lati couseculivi , si olieranno in tutto due puuti di 
» meno del numero dei punti dati . E proseguendo così a di- 
» minuirc di due unità per volta questo numero si perverrà in fi* 
, » ne a non aver più che tre o quattro punti, che poi si tratle- 

» ranno come si è detto nel primo , e nel secondo caso . 

, Or dopo quanto si è innanzi esposto può comprendersi , che 

quelle iscrizioni arbitarìedt poligoni non tendono ad altro, che 
alla determinazione de’ punti di conseguenza rispetto a tre pun- 
ii dati iu linea retta (*) , e quindi è facile a ravvisare la coitici- 
• * • • ' * 

'*) Anche la costruzione rilevata dalla prima delie noUre soluzioni 
geometriche potrebbe eflètiuirsi colla iscrizione di un poligono arbitrario , 
v ed in tal modo si otterrebbero contemporaneamente il poligono secondario e 
Ulti' i punti di conseguenza ; di tal che la composizione recata al 8 po- 
trebbe rendersi cosi anche più agevole e spedita . Iscrìvasi a cagion di e- 
* fa. 13. sempio la porzione di poligono N'O'P'Q'R' i cui lati in numero eguale a 
quello do' dati punti passino respetti vamente per essi . Indi da una delle 
sae estremità , per esempio N', si conduca la corda N'j»' parallela alla 


dritta della nostra corrispondente costruzione co’ risullaoeu- 
li del dotto geometra francese : risultamenti a vero dire sor- 
prendenti , e che non sapressimo tuttavia abbastanza ammirare - 
Oltre a questa costruzione , che il Poncelet chiama indiretta, 
ei ne soggiunge un altra , che chiama diretta , parimenti sfor- 
nita di analisi , e dimostrazione . Dcssa è la seguente " 

» S’ iscrivano a volontà e successivamente , nella sezione co- 
» nica proposta , tre porzioni di poligoni , i cui lati , in nume- ✓ 
» ro eguale a quello dei punti dati , passiuo rcspcttivaracnte , e 
» nell’ ordine assegnato , per questi punti . Sieno a , a', a*' le 
» prime estremità di queste porzioni di poligoni ,ei , k r , fi'* le 
V ultime , respcttivamente . Sieno considerati questi sei punti 
» come i vertici di un esagono iscritto nella sezione conica a- 
» venie per vertici opposti a c fc , a' e fc' , a" c k " ; i tre 
» punti di concorso dei suoi lati opposti saranno , come si sa , 
»> sopra di una stessa retta , e questa retta intersecherà , iu ge- 
li nerale , la sezione conica in due punti , ciascun de’ quali 
» potrà esser preso pel vertice del poligono cercato. 

Ingegnosissima è del pari questa seconda costruzione , e pih 
valutabile delia prima, sotto il rapporto della generalità , e sim- 
' metria ; ma avverte 1’ autore 6tesso , che ove il numero de’ 
punti dati sia poco numeroso l’altra' le sia preferibile per ri- 

«ungiungfiute de* primi due punti B , B # , e si tiri p'P'D . Successivamente 
si conduca p'q • parallela a DB' 7 , e ti tiri e cosisi prosegua finché 

tic esaurito il numero de* punti dati . Sari D il punto di coiueguMta tra 
B. B'; I)' tra I) , e B"; D" tra Dt, e B^'cc. tc. • e sarà poi .V/Z^'n' m, 
fi poligono secondario per poter compiere la soluzione del problema . 
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guardo alla semplicità , dappoiché essa esige che si adoperi da 
minor numero di rette. , - . . 

Era bea naturale ,, che leggendo queste costruzioni propo- 
ste al benemerito redattore degli Annali , sig. Gergonne , sen- 
za traccia di analisi, e senza dimostrazione , noi pure fossimo 
vivamente stimolali ad occuparci di questo problema : ma più 
di tutto cresceva in noi l’ impegoo a rivolgerci a tal lavoro il 
fine speciale che determinava a siffatta proposta il Poncelet , 
Trattavasi di prevalenza di metodi , c ben dura ci sembrava 1’ 
opinione dal medesimo estrinsecata della inefficacia sì dell’ anti- 
ca Geometrìa, che della moderna Analisi a poter pervenire a 
risultamenli pari a quelli da lui ottenuti . Ma qual era dunque 
la via battuta da questo geometra iu tal ricerca ? Questa parte 
non meno eccitava la nostra ansietà . Da altri articoli sparsi ne’ 
volumi posteriori degli Annali scorgcvasi , che novelle teori- 
che avesse egli stabilite , e già rese di pubblica ragione fin dal 
1822 , nel suo Trattato delle proprietà j>rojeUive delle fujurc ; 
ma prive le nostre Biblioteche di questo libro , e privi di esso i 
nostri librai , ci è stato buona pezza impossibile di soddisfare 

la nostra curiosità . Essendoci finalmente riescilo di aver soli 

• \ * * 

occhio un tal libro, nel momento appunto in cui scriviamo le 
presenti riflessioni , non possiamo ricusarci alla soddisfazione 
di annunciare , che nulla hnn di colmine le >ic da noi battute co’ 
principj » c b e in questa ricerca bau servito di guida al Poncelet. 

Intanto i successi da noi ottenuti han sorpassato la nostra 
Aspettativa osservandosi il problema , di cui trattasi , compiu- 
tamente ed io varie guise risoluto , e coll' Aliatisi pura , e coll’ 
antica Geometria ; quandocchè in sulle prime I’ opinione di un 
uomo di tanto inerito , dando maggior dote alla difficoltà delia 
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ricerca , facea quasi disperarci di riuscita . Ed in vera riguar- 
dando a’ poco felici tentativi di tanti distinti geometri , non mi- 
gliori risultamenli era a noi permesso attendere ; e questa pre- 
venzione ricevea maggior peso dalle parole che si leggono nel- 
la risposta alla lettera del Poncelet al Gergonne , il quale , pie- 
gando la fronte alle pruove presentategli , finiva per ricono- 
scere la superiorità de’ metodi da costui adoperati , e comincia- 
va a dubitare ancor egli dell’ efficia di quel metodo stesso , che 
a tutta possa sforzavasi far prevalere , cosi in quella espri- 
mendosi . Potar en venir préscnlement à f objct parlieulier de la 
lettre de M. Poncelet , je ni empresse de rcconnaitrc la supino - 
ritè de ses méthodes , et de deelarer que , sans oser afftrmcr que 
la geomélrìe analitiquc ne puisse parvenir jusqucs-là , il me pa- 
rati au moins trés-donteux qui elle puisse y alteindre <f ime ma- 
niere facile . 


G 
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Dopo tutte le cose esposte in questa parte II. del program- 
ma , e nelle Considerazioni inserite nella parte I. , mi sarà le- 
cito conchiudere , non essere stata inutile la proposta che ne 
feci , nè però dispregevole la generosa mira eh’ ebbi in farla . 
Ed anche in mezzo a’ dispiacevoli avvenimenti per la pubblica- 
zione di tal programma , per opera di alcuni , che non erano 
al caso d’ intendermi , e pur volevano mischiarsene ( dura con- 
dizione de’ nostri tempi , e dello stato attuale delle scienze 
presso noi ) , debbo esser contento in vedere di aver consegui- 
to lo scopo del perfezionamento del problema del Cramer , che 
se fin da principio recò onore alla nostra scuola , e poi 1’ era a 
nostre spinte ritornato in iscena , ed in parte promosso , or sia 
divenuto del tutto compiuto ; e di aver inoltre data occasione 
a vederlo esteso all’ iscrizione del poligono in nna curva coni- 
ca , da che molte utili , e preclare verità geometriche sono an- 
che derivate . Inoltre di poter aggiugnere alle ricerche dpi Fer- 
gola sulle Tazioni un nuovo e difficile problema , che ha pure 
per Io spazio di ben otto lustri travagliate le menti de’ più distin- 
ti matematici moderni in adoperarvi ogni metodo a risolverlo . 
Sicché per tali due argomenti potrò compiere , come aveva 
sempre desiderato , due opere distinte , formando di ciascuna 
un volume degli Opuscoli , come dal Prospetto già pubblicato 
si rileva (*) ; e che mi lusingo vogliano riuscir di fregio , e dc- 

. (*) Prospetto ragionato di un Corso di studj matematici, per la istituzio- 
ne , T invenzione , e l perfezionatuento . ' 
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coro alla nostra scuola , e di non poca utilità per la promozio- 
ne e discernimento de’ metodi d’ inventare . 

Nè minor compenso mi è stato il vedere tal mio tentativo, in 
seguito del buon esito che lia avuto , assai ben accolto da’ più 
distinti matematici di Europa , cui lauto or deve la nostra 
scienza pe’ suoi progressi , i quali hanno avuta la compiacenza 
di mostrarmi la loro piena soddisfazione sulle prime tre Memorie 
della presente raccolta , che loro sono pervenute ; e da’ quali, 
mentre ora offro ad essi un pubblico attestato di gratitudine , 
mi attendo sulle rimanenti il loro severo ed imparziale giudizio. 

E rivolgendomi di nuovo allo scopo cui mirava nel proporre 
il programma , onde uniforme risulti la conchiusione al princi- 
pio, dirò, che dalle ricerche precedenti apparisce chiaro quan- 
te volte un metodo ad un altro prevalga , e come talvolta oc- 
corra farsi guida della Geometria , per escirc con successo da- 
gl’ intralciati sentieri in cui si abbia messo il piede, prevalendo- 
si del metodo puro analitico de’ moderni , il quale da quella fi- 
da scorta non solo rimane rischiarato nell’ andamento , ma ac- 
quista ne’ risultati quella sicurezza e facili!» , che da se medesi- 
mo non valeva a proccurarsi ; le quali attente considerazioni po- 
tranno riescire utilissime a’ tenaci coltivatori del medesimo , 
onde sempre piu fargli acquistare quella perfezione della quale 
ancora tanto abbisogna . 

Uno degli argomenti, che ciò comprovano nelle presenti ricer- 
che , tra’ tanti che se ne possono raccogliere, il somministra e- 
videntemente quel lemma di Pappo , del quale per incidenza si 
è trattato nell’ Opuscolo de’ Teoremi ec. ( 3. della Raccolta , 
■pari. IL) , e di proposito nel seguente, dal quale ben avrebber 
potuto il Castiglioni , il Giordano , il Malfatti , e tutti coloro , 
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che per le vie dell’ antica geometrìa pervennero alla soluzione 
del problema del Cramer , estenderla dal cerchio alle curve co- 
niche, sol che avesser saggiato se la proprietà ennneiata dal geo- 
metra greco in quel lemma , oltre al cerchio , a queste si appar- 
tenesse ; al che fare , come ben osservava il prof. Grimaldi , nel 
discutersi tra noi questo assunto , bastava vedere se fosse pos- 
sibile dimostrarla pel cerchio , non già prevalendosi della pro- 
prietà dell’ uguaglianza degli angoli in uno stesso segmento , a 
questo propria , ma di altra , che a tutte tali corvè di uno 
stesso ordine fosse comune. Ed in fatti egli a ciò impegnatosi ot- 
tenne la seguente dimostrazione 

T z o n e ai a . $ 

Se al punto V * di una qualunque curva conica «’ inflettano 
da punti dati B , B' le BF* , B' V' , e pel punto V , ove F una di 
queste incontra la curva , si tiri la parallela VV" alla BB ' , e si 
unisca it punto V"' con F altro V" ove incontrava la curva T al- 
tra retta B'V ; questa congiwujcntc dovrà passare per un dato 
punto B" nella BB'. 

Dm. — Imperocché si prolunghi la VV"' iu H , sarà pe’ 
triangoli simili VVH , BV'IT, BB' : VH :: B'V' : V'H ; e 
per gli altri B'B"V", HV‘"V" sta pure BTJ" : HV"' :: B'V" 
: HV" . Adunque sarà la composta dalle prime ragioni uguale 
alla composta dalle seconde , cioè il rettangolo di BB' in B'B" 

* Veg. la Cg. 1. de poligoni iscritti e eircotcriUi nelle cure* coniche 
con date condizioni . 
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a quello di VH in HV'" , come il rettangolo di B'V' in B'V" 
all’ altro di V'H in HV" ; e permutando , il rettangolo di BB' 
in B'B" a quello di B'V' in B'V" , come il rettangolo di VH 
in HV"' all’ altro di V'H in HV'* . Ma questi due secondi ret- 
tangoli , uguali uel cerchio , sono in una costante ragione nelle 
altre cune coniche. Adunque sarà pur data la ragione del ret- 
tangolo di BB' in B'B" a quello di B'V' in B'V", eh’ è dato , 
perchè in una costante ragione al quadrato della tangente che 
dai punto B' tirisi alla curva . £ però sarà dato il rettangolo 
di BB' in B'B" ; e quindi il punto B" nella BB', pel quale dee 
costantemente passare la congiungente V"V'" . 

’ » '* **• ' *» t '•* 

• . • - • 1 1 Mf' i :i • ' *• • « 

t » i.l *<> ’ * * .i 
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- 1 AVVERTIMENTO 

i • 

Essendo rimasto privo di qualunque ajnto , nella complicata pubblica- 
zione di questa parto li. delle Prolusioni filativi al programma in mez- 
zo alle mie non poche occupazioni , e disturbi di saluto , non solamente 
l’ ha ritardata , ma mi ha impedito di. poter rilegger tutto attentamene , 
per correggere gli errori di stampa ; di che no chieggo scusa , o prego 
chi leggo a supplirvi ; tanto più, che mi lusingo non esserveno essenziali , 
o di materia . 



v 


• . 


47 


INDICE 

DELLE DUE PARTI DEL PRESENTE VOLUME. 


PARTE I. 

1 . Programma destinato a promuovere , e comparare i metodi 
per r invenzione geometrica , pubblicato neW aprile Ì839 , e di 
nuovo nel V ottobre seguente , con dichiarazione preliminare , ed 
alcune note aggiunte , pag.x a ih , e 3 a 16 , con altre 12 dì 
Note aggiunte , senza numero \ 

2. Considerazioni generali su ire difficili problemi , e sul modo 

di risolverli , lette alla R. A. delle scienze in agosto 4839. p. 17 a 114 


Con una nota aggiunta di pag. 2. non numerato , e 5. tav. di figuro. 

> 


PARTE n. 



i. Storia e vicende del programma , 

1X1 

a *rnn 

2. Risposta di Nicola Tradì al T quesito del programma , 

1 

ad 8 

3 . Soluzione geometrica , dello stesso , ' derivata da' medesimi 


principj , su quali c basata la soluzione analitica del Lagrange 

9 

— 12 

4. Riflessioni sulla precedente soluzione geometrica del prò - 



blemu del Cramcr , e sulla costruzione finalmente recala all a- 


nalisi del Lagrange. 

13 

— • 16 

Con due tavole di fignre, 



5. Risposta dello stesso Trudi al IT quesito del programma. 

17 

— 30 

[ 6. Altra soluzione dello stesso. 

31 

— 4o 

7. Riflessioni sulle due precedenti soluzioni. 

41 

— 46 


Con sei tavolo di figure. 


48 


8. Problema fondamentale per le polari coniche reciproche , 

geometricamente risoluto , da N. Trtidi . * a sxiv ed 1 a 28 

Con dnc tavole di figaro. 

9. Teoremi sulle sezioni coniche , utili alla risoluzione di diffi- 
cili problemi , dimostrati da N. Trudi. t I a 2 1 

Con duo tavole di figure. 

IO. Su i poligoni iscritti alle curve coniche con date condizioni , 
ricerche di N. Trudi. . i ad vili, ed 1 a 1 16 

Con nove tavole di figure . 

44. Il problema cf iscrivere in una curva conica un poligono 
eo' lati tendenti a punti dati , risoluto in più modi da N. Trudi. 1 a 35 
Con tre tavole di figure. 

42. Riflessioni sulle precedenti soluzioni. • ' 36 a 41 

43. Conclusione . 




r 





Digilized by Google 



Digilized by Google 


♦ b3 








Digitized by Google 



